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Нормализованный ЛК порядка 10
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Нормализованный ДЛК порядка 10



Числовые характеристики ЛК/ДЛК

Быстровычислимые:
 число интеркалятов;р ;
 число (диагональных) трансверсалей;

Относительно быстровычислимые:Относительно быстровычислимые:
 число ОЛК/ОДЛК.

Не быстровычислимые:

Пример 
трансверсали

Пример 
интеркалятов

Не быстровычислимые:
 число полных/частичных циклов;
 число тривиальных/нетривиальных латинских подпрямоугольников;
мощность главного класса; мощность главного класса;

 …
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Понятие спектров числовых характеристик

Спектр S — множество числовых значений выбранной числовой характеристики
X комбинаторных объектов заданного типа.

Пример:
• тип комбинаторных объектов — ДЛК порядка 7;

о р ер о о р ер ей• числовая характеристика — число диагональных трансверсалей.

{ }, 7 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,13, 27dt DLSS =

4
http://evatutin.narod.ru/spectra/spectrum_dls_diagonal_transversals_n7_14_items.txt



Построение спектров полным перебором
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• вычислительный эксперимент для порядка N=9 потребовал 5 месяцев расчета на 
грид (Gerasim@Home + RakeSearch) при реальной производительности проектов 
порядка 7—8 TFLOP/s и параллельно работающих подпроектах



Оценка эффективности эвристических методов 
аппроксимации на примере спектров порядка N=9аппроксимации на примере спектров порядка N=9
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Общая стратегия эвристического построения спектров

• формирование опорного спектра;
• расширение опорного спектра.

Опорные спектры:
• от ДЛК другого спектра (например, построение спектра трансверсалей по 

е р о р ер ей)спектру диагональных трансверсалей);
• от ДЛК какого-либо специального типа (ДЛК Брауна, Гергели, 

(полу)циклические ДЛК, …).

Методы расширения спектров:
• анализ окрестностей от поворота 1 интеркалята/цикла;
• диагонализация.
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Методы расширения спектров

Обход окрестностей (сокр. M1)
• замыкание спектра, распараллеливание по обрабатываемым квадратам 
спектраспектра

Обход окрестностей поквадратно (сокр. M2)
о е ое е е ро о о р о о о о• отдельное замыкание спектров отталкиваясь от квадратов исходного 
спектра, только для малых порядков (N<13)

Диагонализация (сокр d)Диагонализация (сокр. d)
• полная (по всем квадратам спектра), только для малых порядков (N<14)
• частичная (эвристически) – в перспективе для порядков N=14 и больше

Методы на базе движения в пространстве квадратов (в перспективе для 
порядков N>15-16, для которых построение полных спектров 
затруднительно)затруднительно)

• жадное движение «вниз» или «вверх»
• случайные блуждания

й б
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• взвешенные случайные блуждания
• и др. методы дискретной комбинаторной оптимизации



Построение спектров: M1
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Построение спектров: M2
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Более детальное представление экспериментов
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Построение спектров: диагонализация
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Новые результаты (НСКФ’21 → НСКФ’22 → НСКФ’23)

Мощности аппроксимаций спектров ДЛК:
• трансверсали в ДЛК:

• a(9)≥359 → a(9)=406 → a(9)=406, (2022)( ) ( ) ( ) , ( )
• ? → a(10)≥442 → a(10)≥442, (2022)
• a(11)≥1158 → a(11)≥5081 → a(11)≥5081, (2022)
• a(12)≥22407 → a(12)≥23113 → a(12)≥23113, (2022)
• ? → a(13)≥74315 → a(13)≥75891, (2023)
• ? → ? → a(14)≥281825 (2023)

ДЛК• диагональные трансверсали в ДЛК:
• a(9)≥176 → a(9)=182 → a(9)=182, (2022)
• ? → a(10)≥736 → a(10)≥736, (2022)

a(11)≥353 → a(11)≥1242 → a(11)≥1242 (2022)• a(11)≥353 → a(11)≥1242 → a(11)≥1242, (2022)
• a(12)≥17641 → a(12)≥17693 → a(12)≥17693, (2022)
• ? → a(13)≥12050 → a(13)≥18241, (2023)
• ? → a(14)≥281067 → a(14)≥294053, (2023)? → a(14)≥281067 → a(14)≥294053, (2023)
• ? → a(15)≥1958394 → a(15)≥1958394 (2022)
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Новые результаты (НСКФ’21 → НСКФ’22 → НСКФ’23)

Мощности аппроксимаций спектров ДЛК:
• интеркаляты в ДЛК:

• a(9)≥62 → a(9)=64 → a(9)=64, (2022)( ) ( ) ( ) , ( )
• ? → a(10)≥88 → a(10)≥93, (2023)
• ? → a(11)≥100 → a(11)≥101, (2023)
• ? → a(12)≥210 → a(12)≥210, (2021)
• ? → a(13)≥152 → a(13)≥152, (2022)
• ? → ? → a(14)≥337 (2023)
• ? → ? → a(15)≥18 слабые

? ? (16)≥11• ? → ? → a(16)≥11 оценки…
• ? → ? → a(17)≥7
• ? → ? → a(19)≥15

• число ОДЛК в ДЛК:
• a(10)≥10 → a(10)≥10 → a(10)≥10, (2021)
• a(11)≥36 → a(11)≥39 → a(11)≥112, (2023)a(11)≥36 → a(11)≥39 → a(11)≥112, (2023)
• a(12)≥2782 → a(12)≥4930 → a(12)≥5522 (2023)

14Приведенным мощностям спектров соответствует ряд новых sup/inf оценок



Графическое представление спектров трансверсалей
N=5 N=7 N=9 N=11 (аппроксимация, 5081 значение) N=13 (аппроксимация, 75891 значение)

а)

N=4 N=6 N=8 N=10 (аппроксимация, 442 значения) N=12 (аппроксимация, 23113 значений) N=14 (аппроксимация, 274336 значений)
б)

N=12 (значения менее 20 тыс.) N=14 (значения менее 50 тыс.)
в)

• спектры ДЛК нечетного порядка особых особенностей не имеют (есть 
особенности в некоторых других частях некоторых спектров!)

• все значения во всех спектрах четных порядков N=2k четны!
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а о ра ор д о
• все значения во всех спектрах четных порядков N=4k+2 кратны четырем!
• теоретическое объяснение? (подобный вывод очевиден для симметричных в 
одной/двух плоскостях ДЛК, но не очевиден для ДЛК общего вида…)



Плоскостные симметрии в ДЛК

• у любого симметричного в одной плоскости ДЛК любая трансверсаль имеет 
й йсимметричную себе (автоморфной симметричности трансверсалей быть не может, 

в отличие, например, от интеркалятов), соответственно число трансверсалей
кратно 2;

• у любого симметричного в двух плоскостях ДЛК любая трансверсаль имеет еще

16

у любого симметричного в двух плоскостях ДЛК любая трансверсаль имеет  еще 
3 симметричных себе, соответственно число трансверсалей кратно 4;

• для ДЛК общего вида причина кратности 2 или 4 числа трансверсалей
неочевидна…



Аппроксимация спектра числа ОДЛК в ДЛК порядка 12

Младшая часть спектра
(НСКФ’22, 4897 элементов)

Младшая часть спектра 
(НСКФ’23, 5522 элемента)

• построение младшей части производится в 1 поток на Core i7 4770;
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• построение старшей части производится поквадратно в проекте RakeSearch для 
ДЛК с большим числом диагональных трансверсалей;

• http://evatutin.narod.ru/spectra/spectrum_dls_odls_n12_xxxx_known_items.txt



Аппроксимация спектра числа ОДЛК в ДЛК порядка 12

Спектр целиком
(НСКФ’22, 4897 элементов)

Спектр целиком
(НСКФ’23, 5522 элемента)

• построение младшей части производится в 1 поток на Core i7 4770;
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построение младшей части производится в 1 поток на Core i7 4770;
• построение старшей части производится поквадратно в проекте RakeSearch для 
ДЛК с большим числом диагональных трансверсалей;

• http://evatutin.narod.ru/spectra/spectrum_dls_odls_n12_xxxx_known_items.txt



Дополнительные эксперименты

Если у меня есть 5 минут…
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Поиск ОДЛК порядка 10 в окрестностях обобщенных 
симметрийсимметрий

6 парастрофических срезов:
• 1-й срез — обработан полностью;р р ;
• 2-й срез — обработан полностью;
• 3-й срез — обработан полностью;
• 4-й срез — обрабатывается (обсчитано 36 строк из 42, 

86%);
• 5-й срез — планируется к обработке;
• 6-й срез — планируется к обработке.

Стратегия обработки:
• разведка (10k попыток на удалениях M in {70, 80})
подробный анализ (100k попыток на удалениях M in

Пример частично-
горизонтально-симметричного• подробный анализ (100k попыток на удалениях M in 

{50, 60, 70, 80}, итеративное повторение при 
необходимости)

горизонтально-симметричного 
ДЛК
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Поиск ОДЛК порядка 10 в окрестностях обобщенных 
симметрий: 4 й срезсимметрий: 4-й срез

Не удается отобразить рисунок . Возможно, рисунок  поврежден или недостаточно памяти для его открытия. Перезагрузите компьютер, а затем снова откройте файл. Если вместо рисунка все еще отображается красный крестик , попробуйте удалить рисунок  и вставить его заново.

Карта расположения 
двушек

Расположение редких 
комбинаторных структурКарта расположения 

однушек
двушек

• на 30 млн. «пустышек» ~ 1 пара ОДЛК (2 однушки, ~ 8 часов)
• на 500 – 1000 однушек ~ 1 двушка

21

д у д у
• за 1 месяц расчетов в RakeSearch ~ единственный цикл-4, звезда 1:3, звезда 1:4 
или линия-4

• все остальное — крайне редкие комбинаторные структуры (рыба, скат, ромбы, …)



Поиск ОДЛК порядка 10: общее число находок

На перспективу:

22

• совмещение методов поиска ОДЛК и эвристической аппроксимации спектров;
• расширенные парастрофические преобразования;
• …



Анализ свойств циклических, полуциклических, 
пандиагональных диагонализированных циклическихпандиагональных, диагонализированных циклических 
ЛК/ДЛК

• min/max значение быстровычислимых числовых характеристик;
• построение соответствующих спектров, анализ особенностей в спектрах.

23• http://evatutin.narod.ru/oeis.html



Алгоритмы построения пандиагональных ЛК различного 
типатипа

Особенности:
• существуют только для нечетных порядков;
• для порядков N≤11 существуют только циклические пандиагональные ЛК;
• начиная с порядков N≥13 появляются различные типы:

• циклические;
( )• полуциклические (горизонтально или вертикально);

• повернутые (главно-диагнально- или побочно-диагонально-полуциклические);
• пандиагональные Даббагяна и Ву (только для простых порядков N=6k+1, k>1);
составные пандиагональные (для порядков N=p1*p2);• составные пандиагональные (для порядков N=p1*p2);

• полуциклические пандиагональные Аткина-Хея-Ларсона (Dx, Dy, Dv);
• пандиагональные от решения задачи о размещении ферзей на тороидальной доске 

(toroidal n-queens problem);( q p );
• возможно какие-то еще типы…

24
Ферзи на тороидальной доске размера 13×13



Спасибо за внимание!Спасибо за внимание!

В б бВыражаем благодарность всем добровольцам, 
принимающим участие в проекте добровольных 

й R k S h!распределенных вычислений RakeSearch!
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WWW: http://evatutin.narod.ru, https://rake.boincfast.ru/rakesearch/
E-mail: evatutin@rambler.ru


